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Tulisan ini membahas tentang analisis kestabilan titik keseimbangan pada model 
interaksi patogen-imun. Kestabilan model ini juga bergantung pada parameter-
parameter khususnya. Untuk menyelesaikan perhitungan model ini digunakan aplikasi 
aljabar sederhana, sifat-sifat determinan, dan derivatifnya. 
Model yang pertama kali dikenalkan oleh Murase dan Kajiwara serta Liu ini 
akan dibuktikan mempunyai titik keseimbangan yang stabil. Untuk menentukan 
kestabilan pada model ini, dapat menggunakan metode Routh-Hurwitz dengan 
menentukan nilai-nilai eigen melalui determinannya. 
 




Salah satu yang dibahas dalam model matematika yang bersesuaian dengan 
kesehatan adalah analisis kestabilan untuk sistem dinamika interaksi patogen-imun. 
Sistem dinamika interaksi  patogen-imun secara luas dikembangkan untuk kestabilan 
dinamika bahan-bahan infeksi misalnya HIV (Human Immune Deficiency) yang 
merupakan suatu virus yang dapat menimbulkan penyakit AIDS dan merusak sistem 
kekebalan tubuh, plasmodium filciparum (yang menyebabkan malaria), dan 
tubercolusis. Dalam tulisan ini membahas tentang analisis kestabilan titik keseimbangan 
dinamis interaksi patogen-imun. Sistem dinamika interaksi patogen –imun merupakan 
hasil pembuktian dari penelitian yang dilakukan oleh Sasaki dan Kajiwara. 
 Model matematika untuk dinamika interaksi patogen-imun berbentuk nonlinear 
dan umumnya masih terdapat kesulitan dalam mencari titik keseimbangan dan 
solusinya. Untuk membuktikan kestabilan disekitar titik keseimbangan di perlukan 
linearisasi untuk setiap persamaan sekitar titik keseimbangan. Untuk perhitungan dapat 
menggunakan aplikasi aljabar sederhana,sifat-sifat determinan dan 
derivatifnya.Sedangkan untuk menentukan kestabilan sistem di atas yang juga 
bergantung pada nilai-nilai parameter berbeda dapat menggunakan kriteria 
Routh_Hurwitz.
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Penelitian ini dilakukan dengan mempelajari jurnal yang ditulis oleh Tsuyoshi 
Kajiwara tentang analisis kestabilan dinamis pada interaksi patogen-imun dengan studi 
literatur berupa buku-buku penunjang. Selanjutnya hasilnya dijabarkan dan disajikan 




Analisis Kestabilan Antara Patogen-Imun 
Diberikan persamaan model interaksi pathogen-imun dalam Sasaki dan kajiwara 
















−=     (1.d) 
 
Dengan : 
x(t) = kepadatan populasi sel yang tidak terinfeksi pada waktu t 
y(t) = kepadatan populasi sel yang terinfeksi pada waktu t 
s(t)  = kepadatan populasi patogen dalam darah pada waktu t 
T(t) = kepadatan populasi patogen khusus limfosit pada waktu t 
λ     = laju  pertumbuhan sel-sel tidak terinfeksi bersumber dari dalam tubuh          
bernilai konstan 
β     = laju pertumbuhan sel-sel tidak terinfeksi menjadi terinfeksi akibat kontak dengan 
pathogen 
α    = laju kematian sel-sel terinfeksi        
 r     = laju pembebasan pathogen persebuah sel yang terinfeksi akibat kematian 
sebuah sel yang tidak terinfeksi 
q   = laju kematian pathogen  
a   = laju kematian pathogen khusus limfosit  
γ   = laju berkembang biak pathogen khusus limfosit  
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μ   = laju rata-rata harapan hidup alami sel-sel yang tidak terinfeksi 
d   =laju rata-rata harapan hidup pathgen dalam darah 
            Untuk model masalah interaksi pathogen-imun ini,di perlukan beberapa asumsi 
berikut : 
1.Kepadatan populasi berdistribusi homogen 
2.Sel-sel yang tidak terinfeksi akan mengalami kematian setelah terinfeksi 
Teorema  
Jika βλ r > µd + (βad) / γ, maka titik keseimbangan interior ada. 
     
Sistem Persamaan Differensial 
Definisi  (Perko, 1991)Diberikan f ∈ C.1 (E) kontinu pada E dengan E ⊂ Rn, dan E 
terbuka. Vektor x(t) disebut penyelesaian sistem  pada interval I, jika x(t) terdiferensial 
pada I dan 
.
x (t) = f(x(t)) untuk setiap t∈I dan x(t) ∈ E. 
Teorema  (Perko, 1991) 
Jika f ∈ C1 (E) dengan E ⊂ Rn, E terbuka dan x0∈E, maka terdapat a>0 sehingga 
masalah nilai awal x = f(x) dengan x(0)=x0 mempunyai penyelesaian tunggal x(t) pada 
interval [-a,a]. 
Definisi  (Perko, 1991) 
Suatu titik x ∈Rn disebut titik keseimbangan atau titik kritis sistem  jika f( x ) =0. 
Definisi  (Olsder ,1994) 
Diketahui sistem  dan x(t,x0) solusi sistem dengan syarat awal x(0) =x0. Suatu vektor x  
yang memenuhi  f ( x ) = 0 di sebut titik keseimbangan.     
(i) Suatu titik keseimbangan dikatakan stabil jika untuk setiap bilangan ε>0 terdapat 
bilangan δ(ε)>0 sehingga untuk xx 0 − <δ  berlaku x)xx(t, 0 − <ε, untuk setiap 
t ≥ 0 
(ii) Suatu titik keseimbangan x  dikatakan stabil secara asimtotik, jika x  stabil 
dan terdapat suatu konstanta 1δ >0, sehingga untuk xx 0 −  < 1δ  berlaku. 
0)xx(t, Lim 0t =−∞→ x   
Sistem Persamaan Differensial Linear 
Persamaan differensial linear orde n dengan variabel tak bebas y dan variabel 
bebas x diberikan sebagai berikut : 
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++++=                               dengan f0, 
f1, f2,…,fn fungsi kontinu pada R. Perhatikan sistem persamaan differensial linear 
homogen berikut : 
                                x = Ax                                                                   
dengan ix = 1,2.i ,dt
dx i =  
Matriks A adalah matriks bujur sangkar berukuran 2 x 2 yang elemennya a1, a2, a3, dan 
a4 yang semuanya konstan, x = xi, i = 1,2. Nilai eigen (λ) dari sistem persamaan  










 dan I 
matriks identitas. Sedangkan eigen vektornya ditentukan dari persamaan (A-λI) x=0, 
dengan x≠0. Ditinjau dari nilai eigen, titik keseimbangan dari sistem ada 4 macam, 
yaitu: 
1. Titik keseimbangan x  dari sistem  di sebut node jika nilai-nilai eigen A ( 21 λλ dan ) 
adalah real dan berbeda dengan tanda sama .   
(i). Jika semua nilai eigennya bernilai negatif, maka titik keseimbangan x  
merupakan node stabil. 
(ii). Jika semua nilai eigennya bernilai positif, maka titik keseimbangan x  
merupakan node tak stabil. 
2. Titik keseimbangan x  dari sistem  di sebut saddle jika nilai-nilai eigen A  real dan 
berbeda tanda. Titik keseimbangan x  saddle pasti merupakan titik keseimbangan 
yang tak stabil. 
3. Titik keseimbangan x  dari sistem  di sebut star jika nilai-nilai eigen A real dan 
sama. 
(i) Jika semua nilai eigennya bernilai negatif, maka titik keseimbangan x  
merupakan star stabil. 
(ii) Jika semua nilai eigennya bernilai positif, maka titik keseimbangan x    
merupakan star  tak stabil. 
4. Titik keseimbangan x  dari sistem  disebut fokus jika nilai-nilai eigen A  bernilai 
kompleks )( βαλ ij ±=  dengan  0≠α  dan .2,1=j . 
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5. Titik keseimbangan x  dari sistem  disebut center jika nilai-nilai eigen A bernilai 
imaginer )( βλ ij ±= untuk setiap .2,1=j . Titik keseimbangan center merupakan 
titik keseimbangan yang stabil.    
 
Sistem Persaman Differensial Nonlinear 
Diberikan sistem persamaan differensial non linear sebagai berikut : 
                           x = f(x)                                                                      
dengan f : E Rn fungsi nonlinear dan kontinu, dengan E ⊂ Rn.  
Perilaku solusi di sekitar titik keseimbangan sistem nonlinear  dapat ditentukan 
melalui linearisasi di sekitar titik keseimbangan sistem tersebut. 
Definisi  (Cronin) 
Diberikan f=(f1,f2,…,fn) pada sistem (2.3.1) dan fi, i=1,2,…,n. Matriks Jacobian dari f 


















































































Definisi  (Perko, 1991) 
Titik keseimbangan x  disebut titik keseimbangan hiperbolik dari sistem  jika tidak ada 
nilai eigen dari J(f( x )) yang mempunyai bagian real nol. 
  Kestabilan Titik Keseimbangan 
Diberikan sistem persamaan differensial x =f(x) dan x(t,x0) solusi dari sistem 
dengan syarat awal x(0)=x0.  
Definisi   
Diberikan sistem persamaan differensial x =f(x) dengan x=x(t) dan x0=x(t0). Titik 
keseimbangan x  dikatakan stabil jika untuk setiap ε>0, terdapat δ>0 sehingga setiap 
solusi x yang memenuhi δ<− )(tx)x(t 00  berlaku ε (t)x)x(t 0 <− , untuk setiap t≥t0. 
Definisi  
Diberikan sistem x = f(x), dengan x=x(t) dan x0=x(t0), dan x  titik keseimbangan dari 
sistem.  
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(i).  Titik keseimbangan x  dikatakan stabil asimtotik lokal jika untuk persekitaran  x , 
titik keseimbangan x stabil asimtotik. 
(ii).  Titik keseimbangan x  dikatakan stabil asimtotik global jika untuk setiap 
        Solusi sistem stabil asimtotik, titik keseimbangan x stabil asimtotik. 
 Nilai Eigen dan Derivatif Parsial 
Himpunan matriks berukuran nxn yang elemen-elemennya  bilangan kompleks 
dinotasikan dengan Mn(C). 
 
Definisi  
Polinomial karakteristik dari matriks A∈Mn(C) didefinisikan sebagai : 
PA(λ)=det (A-λI), dengan λ suatu undetermined. 
Persamaan PA(λ)=det (A-λI)=0 disebut persamaan karakteristik dan nilai eigen λ 
merupakan akar persamaan karakteristik PA(λ)=det (A-λI)=0. 
Selanjutnya akan diberikan definisi dari derivatif suatu fungsi dan contohnya. 
Definisi  
Diketahui f adalah fungsi bernilai real dalam dua variabel x dan y. 















, jika nilai limit ini ada. 













,  jika nilai limit ini ada. 
Kriteria Routh-Hurwitz 
 Diberikan polinomial karakteristik matriks A sebagai berikut : 
 PA(x) = a0 λn + b0 λn-1 + a1λn-2 + b1 λn-3 + ….+ akλn-2k +bkλn-2k-1 + ...    (2.6.1) 
dengan a0 ≠ 0. Diasumsikan bahwa semua ak dan bk real dan PA (λ) tidak mempunyai 















1n .Selanjutnya matriks Hurwitz H didefinisikan sebagai matriks bujur sangkar 
berukuran nxn yang berbentuk sebagai berikut : 
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dengan ai dan bi seperti dalam polinomial karakteristik  dan determinan Hurwitz order 
ke-k, dinotasikan dengan ∆k, yang dibentuk dari matriks Hurwitz berukuran nxn 
didefinisikan sebagai : 

































































Teorema  (Kriteria Routh-Hurwitz) 
Semua akar polinomial  mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika memenuhi: 
a0 ∆n > 0 untuk n ganjil 
∆n > 0 untuk n genap . 
  
Jika polinomial dituliskan sedemikian hingga a0>0, maka menurut kriteria 
Routh-Hurwitz semua akar polinomial  mempunyai bagian real negatif jika dan hanya 
jika ∆i > 0 untuk semua i ≤ n.  
Lemma  
Diberikan matriks A∈ Mn(C).  Matriks A Stabil jika dan hanya jika matriks A 
memenuhi: 
1. tr (A) < 0 
2. det (A) < 0 
3. tr (A). 2a  < det (A), dengan 2a  adalah jumlahan semua determinan dari 
submatriks principal berukuran 2x2 dari matriks A. 
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ijij Da1)(Aa                                                                    
dengan Dij adalah determinan dari matriks berderajat (n-1) yang diperoleh dari D 
dengan mengabaikan unsur-unsur baris ke-i dan kolom ke-j. Dij disebut minor yang 
bersesuaian dengan elemen aij. Aij = (-1)i+j Dij. Aij disebut koefisien elemen aij. 
 
SIMPULAN 
Jika titik keseimbangan sistem merupakan titik keseimbangan yang hiperbolik 
maka  titik keseimbangan yang stabil akan mempunyai struktur kualitatif yang sama 
antara sistem linearisasi dengan sistem non linearnya Apabila semua akar polinomialnya 
mempunyai bagian real negatif maka analisis kestabilan titik keseimbangan pada 
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